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cours de François Laudenbach
Le texte fondateur de l’homologie, Analysis Situs d’Henri Poincaré, et son cinquième com-
plément qui s’achève par la fameuse conjecture de Poincaré, contiennent les prémices de ce qui
sera plus tard la théorie de Morse (voir [3]). La donnée d’une fonction de Morse sur une variété
différentiable compacte donne des informations globales sur la topologie de la variété.
Dans ce qui suit, le mot "générique", qui évoque l’idée de position générale, met en jeu les
théorèmes de transversalité de R. Thom. Une leçon leur sera consacrée. Les fonctions de Morse
sont génériques dans les fonctions C∞ et les champs de gradient Morse-Smale sont génériques
dans les champs de gradient.
Ensuite on expliquera qu’à partir d’une fonction de Morse et d’un gradient Morse-Smale on
peut fabriquer un complexe de chaînes juste en comptant des lignes de gradient connectant
des points critiques, (voir E. Witten [9], ou [4]). Puis on verra que l’homologie de ce complexe
ne dépend ni de la fonction de Morse choisie ni de son champ de gradient ; ce point requiert
de la transversalité un peu fine. Finalement, on aura mis en place un invariant de la variété
considérée et on pourra calculer qu’il s’agit de l’homologie telle que Poincaré l’a définie combi-
natoirement. Les inégalités de Morse en découleront. Le cas des varétés compactes à bord non
vide sera aussi considéré en suivant [6].
Le dernier théorème géométrique de Poincaré met aussi en jeu les points critiques de fonc-
tions. Il énonce qu’un champ de vecteurs sur l’anneau S1 × [−1, +1], à divergence nulle pour
une certaine forme d’aire et qui est tangent au bord en tournant dans un sens sur un bord et
dans l’autre sens sur l’autre bord, a au moins deux zéros ; sans la condition d’aire, rien ne force
un champ de vecteurs à avoir des zéros comme le montre le feuilletage de Reeb de l’anneau.
Les conjectures d’Arnold (voir [1, 2]) sont des généralisation du théorème de Poincaré à toutes
les variétés symplectiques (voir [8] ou [7] pour les définitions de base). Celles-ci, dans leur forme
générique, ont été résolues par Andreas Floer.
La démarche de A. Floer consiste à montrer que la fonctionnelle d’action hamiltonienne sur
l’espace des lacets d’une variété symplectique permet aussi de faire une théorie de Morse, bien
que l’espace des lacets soit de dimension infinie. Il en résulte, par exemple, qu’un difféomor-
phisme hamiltonien a au moins autant de points fixes que la somme des nombres de Betti de
la variété considérée. On donnera un aperçu de l’homologie de Floer en suivant [5].
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